
























































































Cyclotron, Betatron, Syncrotron 等。 AGS で進歩が無くなった。AGS を挙げ
るならば、Thomas Cyclotorn を優先して挙げるべきだという意見はあるだろう。


































































































長い。例えば、サイクロトロンやエネルギーの低い (KEK の PS では約 ３ GeV






































































E = mc2 という関係式が成立する事を確認したり、原子核の同位体や同重体を発見
したのは、この質量分析分野の研究者である。





























































遷移行列要素 < 終状態 |相互作用 |始状態 > を推定できる事はすぐに了解出来るだろ
う。この行列要素は、入射粒子と標的原子核の個性を反映したものになる。角度に共















































2 = 938.272029(80)MeV mn c
2 = 939.565360(81)MeV
中性子の方が約１.３ MeV だけ重いので,中性子は約９００秒の平均寿命 (半減期な
らばこれに ln 2 を掛けるから約１０分)でβ崩壊する。
電子ならば、mec2 = 0.510998918(44)MeV であり、核子に比して約１/１８４０の因
子だけ軽い。
常識的な SI で表現すると、mp = 1.67262171(29) × 10−27 kg, mn =
1.674927278(29) × 10−27 kg という事になる。ミクロな世界での質量単位とし









である。両辺を 2pi で割った値で表現する場合の方が多い (？)。桁表現の部分、
10−15m = fm(femtometer) と表現する。E. Fermi に因んで fermi と呼ばれる事も
多い。
古典電子半径は、re = e2/4pi²0me c2 = 2.817940325(28)× 10−15m であり、これは電
子質量を電磁的エネルギーだと仮定した時の、大きさの程度を与える。








一方、運動エネルギーが １ MeV の陽子の de Broglie 波長は λ/2pi = ~/p = 4.6fm
であり、ほぼ原子核の半径程度である。
時間 秒を単位とするが、１０ fm の直径の原子核を光子が通過するのに必要な時間は、
3×10−23 秒である。原子核現象が生起する時間の目安はこの程度であろう。
上に引用したγ線の波長から分かるように、電磁遷移の寿命はこれよりもかなり長
い。60Co がβ崩壊した後、 60Ni の第１励起状態はγ線を放出する。この場合の寿命




長く、210Poでは１３８日の半減期である。この原子核の半径を 1.25×2101/3 = 7.4 fm
とすると、この半径でのα粒子と 206Pb 核のクーロン斥力エネルギーは、31.8 MeV
と計算される。
エネルギー これまでに、いくらかの数値が登場したが、励起エネルギーの記述には、
106 eV = 1MeV という単位が使用される場合が多い。
原子核のデータが必要になった場合には、以下の文献を探ってみよう。
１ 理科年表。
２ Table of Isotopes


























































質量数 重粒子数の保存から、陽子数と中性子の和を質量数 と呼び記号 A を使う。
二つ目の独立量として、中性子数 N(=A−Z) を用いても良い。
これらの事実から、(基底状態の)原子核を元素記号 (X) とその左肩に質量数を書いて










原子 (を構成する全ての電子)の有する角運動量を J、 原子核の有する角運動量を I 、















崩壊定数 (τ)や半減期 (T1/2)を用いても良い。時刻 t での核種の存在量 I(t) と時刻
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t=0 での存在量 I(0) との関係は以下の通りである。


























反応前後の系を構成する粒子の静止エネルギーの差を反応の Q 値 と呼び、符号は、発熱
反応ならば正とする。二体反応ならば、次式で定義される。
Q = (mA +ma −mB −mb) c2
微分断面積：
反応に関与する A、 a という粒子が非常に小さくて、確実に衝突させるだけの精度でそ
の位置を制御できないという状況になっている。この状態では、人間が制御できる程度の大
きさの A の塊を標的とし、そこへ向けて、粒子 a を打ち込むしかない。a は A に衝突する
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かも知れないし、通り抜けるかもしれない。衝突を確率現象として扱うしかない。A の数
密度 nA が小さく、標的核集合の奥行き d も小さければ、通り抜ける確率の方が充分に大
きい。標的の単位面積当たりの数は NA = nA× d である。この場合を想定する。この領域
へ a が入って来て、立体角で表示すると dΩ と書かれるある角度領域へ散乱されたとする。
単位時間あたりの放出粒子数は Nb は、単位面積当たりの標的数 NA や単位時間当たりの入





と書いた時、比例係数 dσ/dΩ を微分断面積と呼ぶ。見掛け上、ある物理量 σ を立体角で
微分したような記号である。反応や入射エネルギー、散乱角に依存するパラメータである。
NA の次元が面積当たりの (標的の)個数、Na, Nb は単位時間当たりの粒子数、dΩ は、立
体角、sr (ステラディアン) で表すから、dσ/dΩ は面積/srの次元をもつ。
この微分断面積を全立体角で積分した物理量を (全)断面積と呼ぶ場合もある。反応を指
定しての積分断面積と呼ぶ方が誤解が少ないだろう。
粒子 A と a の相互作用の到達距離が極端に短いと仮定すると、反応が起こる為には、両
者の大きさが空間的に重なる必要がある。入射粒子の進行方向への垂直面に射影した粒子





１) １ cm × １ cm × ２ cm の大きさの標的を考える。内部には、一様に標的核が詰まっている。２ cm の
部分をビームに垂直に置くのと、平行に置くのでは、反応生成物の収量はどちらが多いか？
２) 回折格子には沢山の溝がほられている。ある角度で回折された光の強度 I を測定する。この強度 I は
溝 (これが光の散乱体になっている)の数の２乗に比例する。
クーロン散乱の断面積は、標的核の原子番号 Z の２乗に比例する。標的核の中の陽子が独立に入射粒子に
斥力を与えた結果、クーロン散乱が起こっていると考えるならば、断面積は Z に比例するはずである ！？





fi = Z f1
もしも、全ての散乱振幅が同一ならば、全散乱振幅 f は一つの散乱振幅の Z 倍になる。従って散乱強度
I ∝ Z2 という関係式が成立する。
散乱体の大きさや散乱体の間隔が、入射粒子の de Broglie 波長よりも充分に小さければこのような近似が










実験室系での、粒子の座標を rA と ra とする。一方、粒子 A と a の相互作用はその相
対座標 r ≡ ra − rA の関数 V (r) であると仮定してみよう。座標系の並進操作に対して、物
理が (Hamiltonian が)不変だと仮定するといかにも成立しそうな仮定である。この r を用
いると、２体問題のシュレーディンガー方程式は変数分離出来るから、問題が簡単になる。
そうすると、この座標 r に独立な座標 R を、ra と rA の線形結合として定義する必要があ
る。交換関係の保存を要求し、以下の様に展開係数を決定する。
















となる。ここで、M ≡ ma +mA であり、µ ≡ (ma ×mA)/M は換算質量である。重心運
動と相対運動の運動量 P と p は次式で定義される。
P ≡M dR
dt
, p ≡ µdr
dt
仮定に依り、交換関係は保存される。







重心系では Hamiltonian が r と R の関数の和として書けたから、Schro¨dinger 方程式の




粒子 A と a の実験室系での運動量を pA(= 0), pa とし、反応後の粒子の物理量には、B
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乱角の関数として放出粒子の運動エネルギーを計算する事が出来る。ma/mA < 1 ならば、
解は一意に決まり、散乱角 θ には制限が付かない。ma/mA = 1 の時には、散乱角は０度か




から弾性散乱された陽子 (pH)と炭素１２原子核の第１励起状態を励起した陽子 (pC) をある散乱角で検出す



























































Ea = ma v2a/2 = Ecent + Erel, Ecent =M v
2
G/2 = maErel/mA
Erel +Q = mb (vcmb )
2/2 +mB (vcmB )





sin θlab dθlab =
|1 + γ cos θcm|








(1 + 2 γ cos θcm + γ2)3/2






























ψ − Eψ = 0
だから、x や y に依存しない解は ψ± = exp (±ik z) と書ける事は自明とする。但し、波数
k は エネルギー E と E = (~ k)2/(2µ) の関係にある。時間に依存する位相 −iω t を付け
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て考えると、波動関数の位相は φ = ± k z − ω t である。位相が一定 (という事は波動関数
の値が一定という事である)という式を微分してみると、d z/d t = ±ω/k であるから、＋






































Y`,m(θ, φ) = `(`+ 1)Y`,m(θ, φ)
−i ∂
∂ φ
Y`,m(θ, φ) = mY`,m(θ, φ)
この解は 0 ≤ θ ≤ pi, 0 ≤ φ ≤ 2pi で正則であり、周期的な条件を満足する為には、` は０
又は正の整数であり、m は 絶対値が ` に等しいかそれよりも小さい整数でなければならな
い。角運動量についてはこの後で少し復習をしておこう。















遠心力に起因するポテンシャル `(`+ 1)/r2 を無視すると、u(r) ∼ exp (±i k r) が解であ
り、複号が正なら原点から出ていく球面波を表し、負ならば逆に原点へ向かって収束する波
を表す。
遠心力ポテンシャルを無視しない時には、R(r) = u(r)/r に対する解は、原点で正則な解




x→ 0 の時 j`(x) ∼ x`/(2 `+ 1)!! n`(x) ∼ −(2 `− 1)!!/x`+1
x→∞ の時 j`(x) ∼ sin (x− ` pi/2)/x n`(x) ∼ − cos (x− ` pi/2)/x
ここで、` pi/2 という位相は遠心力の為に波が押し出されているという意味を持つ。遠心力






` (x) = j`(x) + i n`(x), h
(2)
` (x) = j`(x)− i n`(x)









デカルト座標での解 exp (i k z) は、極座標での解 j`(k r) で展開できるはずである。正則性
を考えると、n`(kr) は登場しない。
exp (i k z) = exp (i k r cos θ) =
∑
`
(2 `+ 1) i` j`(k r)P`(cos θ)
この式の導き方は、多くの教科書に記載されているから省略するが、次のコメントを与
えておこう。右辺の球ベッセル関数を展開すると (kr)` が最低次であり、Legendre 関数は





に説明したのは同じ ` の波の重ね合わせであったが、今度は、異る ` が重ね合わされて
いる。
次に極角 θ 方向の進行波を紹介しておこう。先に登場した Legendre 関数やその陪関数
は極角に関する定在波を与える。進行波を記述するには、` を固定して考えると、独立解
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が二つ必要である。そこで 第２種 Legendre 関数 Q`,m(θ) に登場してもらう。Q`,m(θ) は
陪 Legendre の微分方程式を満足し、θ = 0, pi で対数的に発散するから、物理の教科書には
あまり出て来ない。指数関数の肩に exp (i何とかθ) という形で θ を載せる事が出来るなら
ば、極角方向の進行波を作る事が可能である。








cos {(`+ 1/2)θ +mpi/2− pi/4}+O(`−1)






sin {(`+ 1/2)θ +mpi/2− pi/4}+O(`−1)



























軌道番号 衝突前 衝突時 衝突後
1 pi pi/2 pi/4
2 −pi −pi/2 −pi/4
3 pi pi/2 pi/4
4 −pi −pi/2 −pi/4
図の様に、z 軸の左側から入って来た粒子の軌跡を考える。○印で示した散乱中心からの
角度を、粒子の進行方向を角度０ として測る。従って入射粒子の極角は、散乱から充分前
には ±pi である。軌道 １ に対する極角の時間依存性は、最初は pi であったのが、最後に





習慣的に far side と呼ばれている。
` >> |m| という条件は、かなり広い範囲の核反応に対して成立する事が分かる。
角運動量の量子論の復習
角運動量の演算子はベクトルであり、そのデカルト座標での成分を表す為に、記号 jx, jy, jz
を使用する。
これらの演算子は、以下の交換関係を満足する。
[jx, jy] = i jz
ここで、i は虚数単位である。この交換関係は、x、y、z に対して、cyclic に入れ換えた
ものも、同様に成立する。但し、面倒だから、角運動量の単位である ~ は省略した。
上の交換関係から、j2 ≡ j2x + j2y + j2z とすると、以下の交換関係が導かれる。
[j2, jx] = [j
2, jy] = [j
2, jz] = 0
これらの交換関係から、j2 と x、y、z 成分のどれかを対角化する表示が存在する。習慣的
に j2 と jz を対角化する表示をとり、この基底を |j,m > と書く。
j2|j,m >= ηj|j,m >, jz |j,m >= m |j,m >
即ち、j2 と jz の固有値はそれぞれ、ηj 及び m とする。これらの固有値を決定する為に、
以下で定義される jz の昇降演算子を導入する。
j± = jx ± i jy
これらの演算子は次の交換関係を満足する。
[j2, j±] = 0, [jz, j±] = ±j±
そこで、|j,m > に j± を掛けた状態 (j±|j,m >) を考える。次の式が成立する。
j2(j±|j,m >) = ηj(j±|j,m >)
これから、状態 (j±|j,m >) も j2 の固有状態であると言える。一方
jz(j±|j,m >) = (m± 1)(j±|j,m >)
という関係式を導けるから、状態 (j±|j,m >) は jz の固有状態であるが、その固有値は m
ではなく、それよりも１だけ値が増減している。この性質があるから、j± の事を jz の昇降
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演算子と呼ぶ。状態 (|j±|j,m >) と |j,m ± 1 > とは定数倍 (位相を含む)しか異らない事
が分かった。この状態のノルムを計算しよう。交換関係を適当に変形すると、
< j,m|j∓ j±|j,m >=< j,m|j2 − jz(jz ± 1)|j,m >= ηj −m(m± 1)
|j, m± 1 > のノルムは１であるから、
(j±|j,m >) =
√
ηj −m(m± 1)|j, m± 1 >
位相は、いつも実数であり正であると選んである。
未だ ηj を決めていなかった。角運動量はエルミート演算子であるから j2 の固有値 ηj は
正又は０であり、その z 成分の２乗 j2z の固有値 m2 よりも大きいか等しいはずである。
ηj ≥ m2
一方、j+ を |j,m > に掛けると、m が必ず１大きくなるならば、j+ を何回も |j, m > に
かけると、上の不等式が成立しなくなる。これは困るから何処かに m の上限値 mmax があ
り、j+|j,mmax >= 0 となっていなければいけない。同様に、m には下限の存在も必要であ
り、この下限を mmin とする。この上・下限値に対しては
ηj −mmax(mmax + 1) = 0, ηj −mmin(mmin − 1) = 0
が成立しなければならない。これから、ηj を消去すると、
(mmax +mmin)(mmax −mmin + 1) = 0
となり、(mmax −mmin + 1) ≥ 1 > 0 だから、mmin = −mmax が成立する。mmax から１
ずつ差し引いていくといつか、mmin にたどり着かねばならないから、jz の固有値 m は整
数か半整数である。mmax を j と書くと、ηj = j(j +1) = −j(−j − 1) という式が書き下せ
る。j は０又は正に取っておいて、一般性を失わない。これで、固有値は全て確定した。
j = 1/2 の場合のは、σx = 2 jx 等と書かれる事もある。具体的な行列表現を例示する。


















j = 1 の場合の例としては、
√
2Sx =
 0 1 01 0 1
0 1 0
 , √2Sy = i
 0 −1 01 0 −1
0 1 0
 , Sz =











`x ~ ≡ y pz − z py, `y ~ ≡ z px − x pz, `z ~ ≡ x py − y px
通常の位置と運動量の交換関係を利用すると、先に書いた角運動量の交換関係そのものが導
ける。この交換関係は以下の様に書かれる事もある。
`× ` = i `
このデカルト座標 (x,y,z) で定義された角運動量演算子を、極座標 (r, θ, φ) で表現する。










`z = −i ∂
∂ φ
紛らわしいかも知れないが、`2 の固有値を `(`+ 1)、`z の固有値を m とし、この固有状態




m が整数であると、φ に関して 2pi の周期を持つ、一価関数となる。m が整数ならば、`
も整数となる。
次に、極角関係の固有状態を調べる目的で、`z の固有値が最大の場合 |`, m = ` > を取
り上げる。この状態からは、これ以上 m を増せないから、
`+|`, m = ` >= 0




− ` cos θ f(θ) = 0.
この方程式は、簡単に解けて、
f(θ) ∝ sin` θ.
後は、規格化定数を決定すれば良い。











位相部分 (−1)` だけは習慣でこの様にきめる。ここまできまると、この状態に `− を次々と
作用させる事により、任意の m の固有状態波動関数を書き下す事が可能となる。例えば、
`− |`, m = ` >=
√
(`+ `)(`− `+ 1) |`, m = `− 1 >
知識があれば、 |`, m = ` > は、ルジャンドルの陪関数と指数関数の積である事が分か
り、昇降演算子もルジャンドル陪関数のそれである事が理解できるだろう。
従って、|`, m >= Y`,m(θ, φ) と書くと、 m ≥ 0 に対して






P`,m(cos θ) exp (imφ)
















a0 = az = a cos β






e0 = ez, e±1 = ∓ex ± i ey√
2
こうすると、以下の関係式が成立する。




即ち、新しい表現 (球表現)でもベクトル a は３個の独立な成分を持ち、それらは、` = 1
の球面調和関数を用いて書き下せる。即ち、角運動量を１単位持っている。
ベクトルを２個組み合わせると (双１次形式を作ると)、色々な角運動量を持つ量を作り
得る事を例示する。a とは異なる、もう一つのベクトルを p、その大きさを p、極角と方位
角を θ, φ とする。
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角運動量 ０ を作る為に、以下の線形結合を考えよう。








a1p−1 + 2 a0p0 + a−1p1 = axpx + aypy + 2az pz = ap{2 cosα cos θ − sinα sin θ cos(β − φ)}
この式が２単位の角運動量を持つ事はあまりはっきりしないので、a=p と無理矢理に仮定




















この二電子の合成系の角運動量 J は、角運動量の合成則だけからは J = 0, 1, · · · , 2j のど
れかの整数を取り得るが、Pauli 原理を満足するという条件から、J = 0, 2, · · · , 2j − 1 と
いう偶数値は取り得ない。三体系以上では更に複雑な様相を示すだろう事は明らかだろう。








きる。j1, j2 の大きさを固定して考えると、それぞれの角運動量の向き ((ji)z (i = 1 or 2)
)の自由度 はそれぞれ 2 ji +1 個あるから全体ではその積の数 (2 j1 +1)(2 j2 +1) 個だけの
組合せがある。従って、次式で定義される全角運動量の演算子は j = j1 + j2 の固有値は一
つではない。
一方、量子化軸成分 jz = (j1)z + (j2)z は単純な和になるのは、この定義から明らかだろ
う。この事実を用いると、j の大きさの取り得る範囲を決定できる。先ず、m1 +m2 の最
大値は、j1 + j2 であるから、この値が j の最大値である。j の大きさが j1 + j2 ならば、そ
の z 成分は (2(j1 + j2) + 1)個の値のどれかを取る。これで、全自由度 (2 j1 + 1)(2 j2 + 1)
の内、(2(j1 + j2) + 1)個が使用された。残りの自由をを尽くすまで、j の大きさを最大値か
ら１ずつ減らして行けば良い。j の取り得る値の最小値は |j1 − j2| である事が、自由度の
数を勘定すると分かる。j1 ≥ j2 を仮定して実際に数えてみる。
j1+j2∑
j=|j1−j2|
(2 j + 1) = (2 j1 + 1)× (2 j2 + 1)
はすぐに証明できるだろう。二つのベクトル j1, j2 の和のベクトルの大きさの範囲は、直
観的にも |j1 − j2| から j1 + j2 というのは納得出来るだろう。





|j1, m1 > |j2, m2 >< j1, m1 j2, m2|(j1 j2)j,m >
この時の展開係数 < j1, m1 j2, m2|(j1 j2)j,m > を Clebsch-Gordan 係数とよぶ。波動関
数の位相を適当に選び、Clebsch-Godran 係数は実数にする。上の変換は、ユニタリー変換
であるから、逆変換も存在する。
|j1, m1 > |j2, m2 >=
j1+j2∑
j=|j1−j2|
|(j1 j2)j,m >< (j1 j2)j,m|j1, m1 j2, m2 >
これだけの情報では、ユニタリー変換を確定する事は出来ない。Condon と Shortley が
Theory of Atomic Spectra という本の中で定義した位相関係が使用される。
Clebsch-Gordan 係数のここでの書き方では、|j, m > という状態の起源である j1, j2 を
















|j3m3 >< j3m3|j1m1, j2m2 >
ここで、m3 = m1+m2 である。この式に (j1+ j2)2 = j23 を掛ける。左辺では、(j1+ j2)2 =
j1
2 + j22 + 2j1 · j2 、 更に内積は昇降演算子で置き換え、固有状態と固有値の定義を使用す
ると、以下の漸化式が導ける。
{j3(j3 + 1)− j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)− 2m1m2}C(m2) =√
(j1 −m1 + 1)(j1 +m1)(j2 +m2 + 1)(j2 −m2)C(m2 + 1)
+
√
(j1 +m1 + 1)(j1 −m1)(j2 −m2 + 1)(j2 +m2)C(m2 − 1)
ここで、簡略化の為に以下の様に書いた。C(m2) ≡< j3m3|j1m1, j2m2 > 即ち、
j1, j2, j3, m3 は今後は書かないが、いつも固定的な値を共有している。この結果、m1





m1, m2 面上の m1 +m2 = m3 と
いう直線上の格子点で意味がある。
但し、|m1| > j1, 及び |m2| > j2,
という領域では C(m2) = 0 で
ある。
この漸化式で m1 = j1 又は m2 = −j2 とおく。与えられた条件によるが、どちらかを
選択する事は必ず可能である。この時、漸化式の右辺の２項の内、一方の係数が０となり
消えてしまう。m2 = −j2 ととったとしよう。漸化式はこの場合、C(m2 = −j2 + 1) は既
知の比例係数を用いて C(m2 = −j2) に比例すると言っている。この事実を知った後では、
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m2 = −j2+1の場合の漸化式は C(m2 = −j2+2)も既知の比例係数を用いて C(m2 = −j2)
に比例すると述べている。比例係数は、ユニタリー性の式∑
m2
< j3m3|j1m1, j2m2 >2= 1
により絶対値が決定される。残るは、先に述べた Condon-Shortley の符号規則に習って符










C(j3) = X(j3)C(j3 − 1) +X(j3 + 1)C(j3 + 1)
ここで、
A ≡ j2(j2 + 1)− j1(j1 + 1)− j3(j3 + 1), J ≡ 2j3(j3 + 1)
X(j3) ≡
√
(j23 −m23)(j3 − j1 + j2)(j3 + j1 − j2)(j1 + j2 + j3 + 1)(j1 + j2 − j3 + 1)
4 j23 (2j3 − 1)(2j3 + 1)





角運動量 `, m を持つ演算子 (T`,m) を角運動量の固有状態 < j2, m2| と |j1, m1 > で挟
んだ時、次の様に Clebsch-Gordan 係数と 換算行列要素との積で表せる事が知られていて、
この事を Wigner-Eckart の定理と呼ぶ。
< j2, m2|T`,m|j1, m1 >= 1√
2 j2 + 1
< j1, m1 `,m|(j1, `)j2m2 >< j2‖T`‖j1 >




| < j2‖T`‖j1 > | = | < j1‖T`‖j2 > |
絶対値が変わるような定義を使用する人もいるので要注意である。
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状態 |j1, m1 >に演算子 T`,m を演算すると、T`,m|j1, m1 >=
∑
j < `mj1m1|j m+m1 > |(`+j1)j, m+
m1 > と書きたくなるところだが、Wigner-Eckart の定理に登場する Clebsch-Gordan 係数の中での結合は
j1 + ` の順番となっている点に注意。理由は、全体として角運動量が０となる様な結合にしたいからである。






例えば、角運動量演算子 jや磁気能率演算子 µ はどちらもベクトルであるから、角運動
量を１単位持っている。従って、以下の等式が成立する。
< j2, m2|µi|j1, m1 >= gµB < j2, m2|ji|j1, m1 >
ここで、g µB は以下の様に換算行列要素の比である。
< j2‖µi‖j1 >= gµB < j2‖ji‖j1 >
µB は異る物理量の次元を揃える為に導入された定数であり、Bohr 磁子と呼ばる事もある。
核物理の世界では、µB の替わりに µN と書き、核磁子と呼ぶ。g は無次元の数値であり、
(ランデの) g 因子と呼ばれる。
µB に関するコメント
質量密度 ρm と電荷密度 ρc との比が場所に依らず一定 ρc/ρm = q/m であるような剛体を想定する。この

















この二つの式から、µB = q~/2m という関係式が導ける。正確には、m として電子質量をとった場合が ボー






















































































う。軌道の式の分母＝０が漸近線を与え、散乱角はΘ = pi−2 cos−1(1/²)又は ² sinΘ/2 = 1
と与えられる。
無限遠での速度 v0、衝突径数 b、及び角運動量 L の間には以下の関係がある。







るとする。その内、衝突径数が b ∼ b+ db にある粒子は全て、上の式で与えられた散乱角
で決まる微小角度範囲に散乱される。問題の回転対称性により、散乱は方位角 Φ には依存
しない。従って、単位面積当たりの入射粒子数と (Θ,Φ) 方向への散乱粒子数の比は、この
方向へ散乱される面積 b db dΦ そのものとなる。



























C/r の次元はエネルギーであるから、C/E の次元は長さである。従って、微分断面積が (C/E)2 の関数で





















v と L が交換しない事は明らかである。従って、ハミルトニアンと離心ベクトルとは交換
しない。しかし、この部分を対称化すると、ハミルトニアンと交換する事が分かる。
























この Hamilton の原理は、ハミルトニアンが時間に依存しないエネルギー (E) に等しく、
運動量 p がある時間に依存しない関数 S(r) の勾配で与えられるならば、自動的に満足され
る。即ち、
W (r, t) = S(r)− E t, p = ∇S(r)
だとすると、I = W (final)−W (initial) は途中の経路に依らないからである。
(１) 解析力学は学生時代に習うが、上の積分の H の前に現れる負号には当惑した覚えがある。何故こんな
ところに負号が登場するのだろう？




(３) 波の位相である為には、作用積分の次元を消しておかねばならない。作用積分は、‘作用 ’ の次元を持っ
ている。作用積分を作用の次元で割って、無次元化したものは波の位相と考えて良い。







(９) しかし、このようなアイデアは Hamilton が既に持っていたという節がある。
(１０) 相殺的に干渉すべき二つの波の内の一方を何らかの方法で消してやれば非日常的な現象が観察され
る。Fresnel の zone plate や 回折格子の例を引用すれば良いだろう。
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即ち、光学者は昔から知っていた事である。
ここでは、p = ∇S(r) に注目しよう。この式は、S= 一定と言う曲面を考えると、運動量
はいつもこの曲面に垂直であると言っている。別の言葉で言うと、S は波面を表し、運動量
は流線を表す。





子の運動は xz 面内で起こると考えて、xー z というデカルト座標と、放物座標の関係を付
けよう。
ξ = (r − z)/2, η = (r + z)/2, r2 = x2 + z2
ξ = 一定と言う曲線は、原点からの距離 r と x 軸からの距離 z の差が一定な点の軌跡で与
えられる。即ち、この曲線は放物線である。z の符号を変えると、η = 一定というのも別の
放物線を与える事が分かる。
放物座標で問題を考えるには、先ず微分要素を考えねばならないから、線素 ds2 を計算し







dr dz + dz2
}
dr と dz は dξ と dη で表現すると、








最初の座標軸の定義から考えて当然ではあるが、ξ と η に対して対称である。dξ dη という
交差項が登場しないから、この放物座標系は直交座標系である。
















































































































S(ξ, η) = F (ξ) +G(η)
















F (ξ) = ±
∫ √















1− a/xdx = x
√



























1− α/ξ + ξ − α/2]
}
この式で無限の遠方での振舞をみると、(ξ →∞)
S ∝ η + ξ − α
2
log (2ξ) = r − α
2
log (r − z)
は球面波である。但し、対数の項が登場する分だけ位相が変調されている。
二つの解の符号が異なると、漸近的には平面波が登場する。
S ∝ η − ξ + α
2
log 2ξ → z + α
2
















+ (β − z)dF
dz
− αF = 0
z=0 の近傍での級数展開を考えると、以下の解を得る。












(1/z の冪表現 ) も欲しい所である。
次の二つがある。
W1(α, β, z) ∼ Γ(β)
Γ(β − α)(−z)
−αG(α, 1 + α− β,−z)
W2(α, β, z) ∼ Γ(β)
Γ(α)
ezzα−βG(1− α, β − α, z)
ここで、














F (α, β, z) = W1(α, β, z) +W2(α, β, z)
F から W1,2 への変換を簡単に復習しておこう。F の定義式中の Γ(α+ n) zn/Γ(α)n! の部分は (1− z)−α
の２項展開に対応する。そこで、Γ(β + n) を書き換えて、n の部分をこの２項展開に取り込む工夫をする。
1/Γ(β + n) =
∫
et t−β−n/(2pi i) この関係式を利用すると、





被積分関数は、t = 0, t = z に特異点がある。t 平面で実軸に並行に負の無限遠点から出発し原点と t = z
の特異点を反時計回りに囲み、また負の無限遠点へ実軸にそって帰る様に積分路を選ぶ。一方の積分では
u = t− z と変数変換して特異点を原点に移すと両者は同一の積分路に変換できる。











さてここで問題である。出発点は、原点で正則という条件を満足する、一つの独立解 F (α, β, z) であった。




























































ξ g′′(ξ) + (1− 2 i k ξ) g′(ξ)− 2µC
~2
g(ξ) = 0









ここで、n = C/~ v はクーロンパラメータと呼ばれる。(Sommerfeld parameter と呼ばれ
る事もある。) この方程式は、合流型に変換されたから、
g(ξ) = F (−i n, 1, 2 i k ξ) = W1(−i n, 1, 2 i k ξ) +W2(−i n, 1, 2 i k ξ)
と表現出来る。最右辺の式は、漸近形を導くのに使用される。
W1(−i n, 1, 2 i k ξ)→ 1
Γ(1 + i n)








e2 i k ξ−i n ln(2 k ξ) +O(ξ−2)
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W2 の分母に於いて、次の Γ 関数の関係式を使用する。
(−i n)Γ(−i n) = Γ(1− i n) = Γ(1 + i n) e−2 i σ0
その結果、
W1 +W2 → e
pi n/2
Γ(1 + i n)
[








e2 i k ξ−i n ln 2 k ξ+2 i σ0
]
この式に ei k z を掛けて、ψ の漸近形にすると、











S = ei k r−i n ln kr
入射波 I と散乱波 S の漸近形と、先に与えた Hamilton-Jacobi 形式での対応する波面の式を比較して
みよ。
散乱振幅は
f(θ) = − n
k(1− cos θ)e
−i n ln(1−cos θ)+2 iσ0
ここで、r − z = r(1− cos θ) と書いた。この結果、微分断面積は
dσ
dΩ
= |f(θ)|2 = n
2


















































+ 2(`+ 1 + i ρ)
d f`
dρ
+ {2 i (`+ 1)− n}f`(ρ) = 0




+ (2`+ 2− z)d f`
dz
− (`+ 1 + i n) f`(z) = 0
この方程式の、原点で正則な解は合流型超幾何関数であるから、
f`(ρ) = F (`+ 1 + i n, 2`+ 2,−2 i ρ)
または r で書くと
R`(r) = C` (k r)
` ei k rF (`+ 1 + i n, 2`+ 2, −2 i k r)
規格化定数 C` は、クーロン力が弱くなった極限 n → 0 で、この解が球ベッセル関数や
球ノイマン関数となるように選ぶ。ここでも先に与えた W1 や W2 の漸近形を利用する。
その結果、









Γ(`+ 1− i n) = Γ(`+ 1 + i n) e−2 i σ`





|Γ(`+ 1 + i n)| e−pi n/2
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こうとった時の解を特に F`(ρ) と書く。
F`(ρ) = C` ρ
`+1 eiρ {W1(`+ 1 + i n, 2`+ 2,−2iρ) +W2(`+ 1 + i n, 2`+ 2,−2iρ)}
もう一つの独立解は、上の中括弧の中の W2 の前に負号を導入すれば良い。W1 も W2 も
独立に合流型超幾何微分方程式を満足するからである。但し、このままでは純虚数となるの
で、i を更に掛けておく。
G`(ρ) = iC` ρ
`+1 eiρ {W1(`+ 1 + i n, 2`+ 2,−2iρ)−W2(`+ 1 + i n, 2`+ 2,−2iρ)}
この関数は cos(ρ− n ln 2ρ− `pi/2+σ`) という漸近形を持つ。この漸近形は球ノイマン関数
のそれとは因子 ρ 及び負号の分だけ異なる。因みに、ここで定義された二つの関数 F`, G`
はクーロン波動関数と呼ばれ、２０世紀に定義された特殊関数である。
これで、定在波の独立解が作られた。進行波の解は以下の様に書かれる。
I`(ρ) = G`(ρ)− i F`(ρ), O`(ρ) = G`(ρ) + i F`(ρ)











a` F`(k r)P`(cos θ)
問題の回転対称性を仮定すると、方位角依存性は無いから m 依存性が露わに登場しない様
に式を書いておく方が、単純で見通しが良い。
a` をきめる指導原理は、クーロンパラメータ n が０の極限で通常の平面波に移行する事
である。そこで、両者の漸近形をもう一度比較しておく。











a` sin (k r − ` pi
2
− n ln(2 k r) + σ`)P`(cos θ)
入射波部分で位相を揃えておこうとすると、以下の様に a` をとれば良い。
a` = (2 ` + 1)i








(2 ` + 1)i` ei `F`(k r)P`(cos θ)
としておく。
最後にこの ` についての和をとると、放物座標での解に一致する事を確認する必要がある
が、面倒だから止めておく。例えば、Mott と Massey 著 Theory of Atomic collision , 高




次にクーロン散乱の散乱振幅の near/far 分解の話題を Fuller の論文から紹介しておこ








z − t P`(t)dt















Q`(x)] = ∓ i
pi
Q`(x∓ i ²)






この式で、P` を Q`(x± i ²) で書き、次に Q`(x± i ²) に対しては積分表示の式を代入する。
最後に被積分関数の中に登場した P`(t ± i ²) の部分は、和と積分の順序を交換して、和を

















fR(θ) = − n
2 k sin2 θ/2
























1 + i n

















1 + i n








電子の軌道角運動量と固有スピン演算子をそれぞれ、`、s と書き、その和を j と書く
(j=`+s)。j2 とその z 成分を対角化する表示を |j,m > とすると、次式が成立する。
j2|j,m >= j(j + 1)|j,m > , jz|j,m >= m|j,m >
この時、(σ · `+ 1) という演算子を考える。勿論、σ = 2 s である。この演算子の固有値を
−κ と書く。
(σ · `+ 1)|j,m >= −κ|j,m >
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一方、以下の関係式が成立するから、
σ · `+ 1 = j2 − `2 − s2 + 1 = (j + 1/2)2 − `(`+ 1)
κ =
{
` for j = `− 1/2
−(`+ 1) for j = `+ 1/2
κ は０以外の任意の整数をとる事が分かる。κ の絶対値を k と置くと、j は以下の様に与え
られる。
j = k − 1/2 = |κ| − 1/2
更に、κ の符号を Sκ と書くと、軌道角運動量も次式で与えられる。
` = j + 1/2Sκ =
{
κ for κ > 0
−(κ+ 1) for κ < 0
これらの関係式を知ると、κ 一つで j と ` を与える事が分かる。具体的に表にしてみる
と、以下の様になる。
κ −3 −2 −1 0 1 2 3
` 2 1 0 - 1 2 3
j 5/2 3/2 1/2 - 1/2 3/2 5/2
記号 d5/2 p3/2 s1/2 - p1/2 d3/2 f5/2




κ− 1 for κ > 0
−κ for κ < 0




< `µ−m 1/2m|j µ > Y`,µ−m(rˆ)χ±m ≡ χµκ
最後の式では、j、` を書かずに κ を用いている。
以下の関係式を後で使用する。
rˆ · σ χµκ = σr χµκ = −χµ−κ
即ち、角運動量の固有状態に固有スピンの r 成分を作用させると、スピン・軌道波動関数
の符号及び、κ の符号が変化する。
作用する演算子がスカラー演算子であるから、j 及び µ は変化しない。従って、|κ| は変化しない。演算し





エネルギー固有値が W の場合の、自由空間での Dirac 方程式は次式とする。




























運動量演算子 ~p の固有値を p と書くと、
~pψ = pψ
この解を平面波と４成分ベクトル U(p) の積だとすると、
ψ = U(p) exp [i(r · p−W t)]






大文字の U は４成分のベクトルであり、このベクトルで表される空間を Dirac 空間、２成
分ベクトル u と v で書かれる空間を Pauli 空間と呼ぶ。α と β に具体的な表現を代入し、
運動量演算子をその固有値で置き換えると、u, v は以下の関係式を満足する。
σ · pu = (W + 1) v, σ · p v = (W − 1)u
この式から、u または v を消去するが、その時次の関係式を利用する。
(σ ·A)(σ ·B) = A ·B+ iσ · (A×B)
但し、ベクトル A と B との交換可能性を仮定している。
この式の導き方は以下の通りである。スピン演算子の交換関係は次式で与えられる。
σ × σ = iσ, σj σk = δj, k + i ²j, k, `σ`
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ここで、²j, k, ` は足の内の等しいものが登場すると０、全てが異なっていて、x、y、z の偶置換ならば１、奇
置換ならば −１という値をとる。
(σ ·A)(σ ·B) =
∑
j, k






σj σkAj Bk = A ·B+ iσ · (A×B)
当然の事であるが、完全反対称テンソル ²j, k, ` を用いてのベクトル積の成分の表現法を知っている事が仮
定されている。
故に、(σ · p)2 = p2 という式が成立する。従って、







Pauli 空間でのスピン波動関数を χ1/2 と書くと、(z 成分を指定する自由度は眠らせてお
























exp [i(r · p−W t)]
負のエネルギーに対する解は、u と v がひっくり返る。
次に、球面波解との関係を与えたい。ψ の内の指数関数部分に注目し、３次元空間での平
面波と球面波との関係式を思い出そう。





この式の両辺に Pauli 空間でのスピン波動関数 χ1/2 を掛けると
exp i(p · r)χ1/2µ = 4pi
∑
`,m
i`j` < `, m− µ1/2, µ|j, m > Y`,m−µ(pˆ)∗χµκ
この関係式を上で書き下した ψ の式に代入する。
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次に、ψ の下成分、σ · p j`χκ の部分を書き換える必要がある。
先ず演算子の部分を次の様に書き換えよう。




− σ · `
r
}
導き方は次の通りである。先ず、任意のベクトル p を、任意に与えた 単位ベクトル rˆ に平行な成分とこれ
に直交する成分に分割する以下の関係式を思い出す。
p = rˆ pr − rˆ× (r× p)/r = −i rˆ d
dr
− (rˆ× `)/r
勿論 p = −i∇ であるから、pr = −i d/dr であり、r× p = ` と軌道角運動量演算子で置き換えた。
p に σ を掛ける前に、次の関係式に注意する。
(σ · rˆ)(σ · `) = rˆ · `+ iσ · (rˆ× `) = iσ · (rˆ× `)
r と ` はいつも直交しているからである。この関係式は次の様に書き換えられる。
σ · (rˆ× `) = −i σr(σ · `)
まとめると、























− j`+1 = j`−1 − `+ 1
x
j`
更に、σr χµκ = −χµκ も使用している。旨くまとめる人もいるもんだ！
最後に






i` < `, µ−m 1/2, m |j, µ > Y µ−m`
∗
(pˆ)











p (W + 1)
pi














i` < `, µ−m 1/2, m|j, µ > Y µ−m`
∗
χµκ(0)
この表現では、x j`(x) → cos(x − (` + 1)pi/2) と書くと遠心力による位相のずれは
δκ(0) = −(`+ 1)pi/2 である。
点電荷による相対論的電子散乱
ここでは、次の Dirac 方程式を散乱条件下で解く事を目的とする。
Hψ = {α · ~p+ β + V }ψ = W φ
ここで、自然単位系 (~ = c = m = 1) を仮定し、V は通常の原子核と電子のクーロンポテ
ンシャルである。αとβは先に与えた様な Dirac 空間 (４次元)での行列である。W はエネ
ルギー固有値であり、静止質量 １ を含む。運動量演算子は ~p = −i∇ である。この方程式
を極座標で解く。先ず、微分演算子の極座標表現を書き下す。




に使用される。当然 ` = r × p である。ハミルトニアンの運動エネルギー部分は、以下の
様に変形する。
α · ~p = −iα · ∇ = −iαr ∂
∂r
−α · (rˆ× `) = iγ5σr ∂
∂r
− iγ5σr ` · σ
次の様な式変形の結果、上の様に変形される。
(rˆ · σ)(` · σ) = rˆ · `+ iσ · rˆ× ` = −iγ5α · rˆ× `




























K ≡ β(σ · `+ 1)
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j2 や jz は K と可換であり、V (r) と ` は可換だから V (r) と K も可換である。今後、j2 と







上成分と下成分は、非相対論の極限では large component, small component と呼ばれる事
もある。K をこれらの成分に作用させると、上 (下)成分に対しては β =1(−1) とすればよ
いから、(σ · `+ 1)ψu = −κψu であり、下成分に対しては、(σ · `+ 1)ψl = +κψl である。
ψ を角運動量の固有状態 χκ, µ で展開する。






う足を持てば、他方は −κ という足を持つ。下成分の動径部分は、f(r) が実数になるように
あらかじめ虚数単位がついている。この ψ を上の Dirac 方程式に代入し、σr χκ, µ = −χκ, µ






(κ− 1)f − (W − 1− V )g
d g
dr
= (W − V + 1)f − 1
r
(κ+ 1)g










−κ/r (W + 1− V )





この方程式の解は V (r) = 0 ならば、先に書き下した平面波の角運動量展開解、即ち、球






この結果、束縛状態では 2s1/2 状態と 2p1/2 状態が縮退する。この縮退は真空偏極の効果を
考慮すると解け、Lamb と Retherford に依って実際に縮退が解けている事が確認された。
ここまでは、束縛状態であるか散乱状態であるかの区別はなかったが、これからは散乱
状態を想定して式変形がなされる。Schro¨dinger 方程式を解く時には、F`, G` という実数





W + 1(Φ1 + Φ2), u2 = i
√




W 2 − 1, x ≡ 2 i p r












































この式を良く見ると、Φ1 と Φ2 とは複素共役の関係にある事が分かる。即ち Φi は進行波


























ここで、γ2 = κ2 −C2 とおいた。κ は遠心力、C はクーロン力に起因しているから、γ2 は
拡張された遠心力である。Φ1 = xγ e−x/2H(x) と置いて、H(x) の微分方程式を作る。こう
すると、広義の遠心力の項 γ2/x2 と、運動エネルギーの項 1/4 が消えるのは、Schro¨dinger
方程式を解く時の手法と同じである。
xH ′′(x) + (2 γ + 1− x)H ′(x)− (γ + 1 + i y)H(x) = 0
但し、y = CW/p はクーロンパラメータ、(先には n と書いた)に対応している。H(x) は
合流型超幾何関数で書き下せる。
H(x) = F (γ + 1 + i y, 2γ + 1, x)
先に書き下したクーロン波動関数と比較して、変数の対応関係を確認してみると良い。x が
−2 i k r に対応し、負号は？ と思う学生も居るだろうが、先にはクーロンポテンシャルは
C/r であったが、ここでは −C/r であるからだと納得できるだろう。ただし、超幾何関数
には以下の公式があるので、独立変数の負号は気にする必要はない。
e−x/2F (γ + 1 + i y, 2γ + 1, x) = ex/2F (γ − i y, 2γ + 1, −x)
これで、規格化因子を除いて、方程式は解けた。
Φ1 = N(γ + i y)e
iη(2 p r)γe−i p r F (γ + 1 + i y, 2γ + 1, 2 i p r)
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右辺の最初の３個の因子が規格化に使用される。但し、３番目の因子は Φ∗1 = Φ2 となるよ
うに導入された。
e2 i η = −κ− i y/W




W + 1(2pr)γ{(γ + i y)e−ipr+iηF (γ + 1 + iy, 2γ + 1, 2ipr) + CC}
rf = iN
√
W − 1(2pr)γ{(γ + iy)e−ipr+iηF (γ + 1 + iy, 2γ + 1, 2ipr)− CC}
ここで、CC は複素共役を表す。
次に、x が大きくなった時の漸近形を調べよう。合流型超幾何関数の W1, W2 の漸近形
を思い出せばよい。F (a, b, x)→ Γ(c)xa−cex/Γ(a) を利用すると、
rg → N√W + 1Γ(2γ + 1)(2pr)γ
{
(γ + iy)eipr+iη
Γ(γ + 1 + iy)
(2ipr)iy−γ + CC
}
rf → iN√W − 1 Γ(2γ + 1)(2pr)γ
{
(γ + iy)eipr+iη


















W + 1(2pr)γepi y/2|Γ(γ + iy)|
2
√
pi pΓ(2γ + 1)
{





W − 1(2pr)γepi y/2|Γ(γ + iy)|
2
√
pi pΓ(2γ + 1)
{
e−ipr+iη(γ + iy)F (γ + 1 + iy, 2γ + 1, 2ipr)− CC}
ここで作られた波動関数は、異なるエネルギーに対してδ関数となるように選んである。∫
ψ∗W ′ψW d





r = 0 を代入してみると、
∣∣∣∣ 電子陽電子





































` < `, µ−m, 1/2, m |j µ > Y µ−m`
∗
(pˆ)ψκ, µ
この式では部分波展開の係数は C → 0 即ち、クーロン力が０の極限で平面波になるように
きめてあるが、sκ という自由度が導入してある。sκ = eiδ
‘
κ と書くと
δ‘κ = η − argΓ(γ + iy)− γpi/2 + (`+ 1)pi/2 = δκ − δκ(0)
である。右辺の最初の３項はクーロン力がある時の位相のずれから、外向き波成分を示す
位相を除いた部分である。最後の４項目は、rg(r) の漸近形が cos(∗∗) として定義された為
に登場している。
(ψ − ψpl) → b
r
eipr+iy log(2pr)、即ち、右辺の e−ipr の係数が０となるように sκ は決めて
ある。
b の上成分 (1 + β) b/2 はこの sκ を代入すると、








2iδ‘κ − 1) < `µ−m1/2m| jµ > Y ∗`, µ−m(pˆ)χκ, µ(pˆ′)
ここで、pˆ′ は散乱後の電子の進行方向である。散乱後の電子スピン波動関数を露わに見え
る様に χκ, µ(pˆ′) =
∑
τ < `µ− τ1/2τ |j µ > Y`, µ−τ (pˆ′)χτ と展開する。
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κ − 1)√2`+ 1 < `0 1/2m|j m >< `m− τ 1/2τ |j m > Y`,m−τ (pˆ′)














= F + σ · ~G




F +Gz Gx − iGy
Gx + iGy F −Gz
)
ところで、Gz = 0 である事が、具体的に計算すると導ける。2Gz = B
1/2
1/2 − B−1/2−1/2 である
が、B のm と τ は Clebsch-Gordan 係数 の中にしか登場しない。< `, 0 1/21/2|j1/2 >=
(−1)`+1/2−j < `, 0, 1/2,−1/2|j − 1/2 > であるから、これらの２乗の差は０である。
次に (Gx + i Gy)/(Gx − i Gy) の比を決めたい。入射電子の方向を z 軸に取った。散乱後
の電子の運動方向の極角と方位角を θ, φ ととると
Gx + i Gy








一方、入射電子の進行方向 pˆ と散乱後の電子の進行方向 pˆ′ のベクトル積の方向を持つ単
位ベクトルを定義する。





nx + i ny
nx − i ny
が導ける。従って、~G と nˆ は平行か反平行である。習慣的に、平行と取られる。
~G が nˆ に必ず平行になるというのは、少し不思議な気もする。即ち入射電子のスピンに依らず、散乱後の










κ − 1)(2j + 1)P`(cos θ)





2 i δ‘κ − 1)(2j + 1)P 1` (cos θ)








運動エネルギーが５００ MeV の電子の de Broglie 波長は約 ０.４ fm であるから、原子核
の細部を観測する事が可能だと思われる。但し、電子と原子核の相互作用は主にクーロン力
であろうから、電荷分布を観測する事になる。正確を期すならば、位置分解能を決めるのは







としよう。大雑把に言って、５００ MeV と４９９ MeV の電子を識別する必要がある。
























ここで j0(x) は０次の球ベッセル関数であり、R はこれよりも大きな r では電荷分布が
０になっていると考えられる半径である。例えば、Atomic and Nuclear Data Tables vol
36(1987) pp 496 に H. de Vries 達がこの展開係数を編簒している。









項目 陽子 中性子 単位
質量 1.67262158 1.67492716 [10−27kg]
電荷 1.0 0.0 [e]
スピン 1/2 1/2 [~]
磁気能率 1.410606633 0.96623640 [10−26J · T−1]
平均寿命 安定 887.0 [秒]
崩壊様式 n→p+e− + ν¯
こうして見ると無味乾燥な値である。
質量は、エネルギーに換算すると 陽子 (中性子)は 938.27231(939.56563) MeV であり、






を競っている基本定数である。平均寿命 τ と半減期 T1/2 とは自然対数を用いて、以下の関
係にある。
T1/2 = τ log(2)
陽子や中性子がスピンを有する事は、核磁気共鳴の実験から結論される。特に Rabi が開
発した手法を用いて中性子の磁気能率を精密に測定した Alvarez と Bloch の業績は名前を
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挙げるに足ると思う。磁気能率の大きさは核磁子 (µN = e~/2mp) 単位で言及する場合の方





E.Fermi は陽子と中性子の磁気能率の大きさの差が µN 単位でほぼ１である事から、中性子はある確率で
陽子とπ − 中間子の束縛状態ではないかと考えた。このアイデアは坂田を触発し、素粒子の坂田模型へと発
展した。坂田模型では３種の基本粒子と群論による分類とが基礎をなしている。その後、Gell-Mann により



















ある磁場 A で収束力を受けて一様磁場 C の中央で焦点を結び、更に進んでもう一度磁場勾
















であり、原子核の平均的な束縛エネルギーである 8 MeV と比較するとかなり小さい。
重陽子のスピンは１ (~) である。











2µW/~ = 0.2306fm−1 程度の波数で指数関数的






ui(r) ∝ sin(kr), ue(r) ∝ exp (−κ r).
r = Rd で両者が滑らかにつながる必要があるから、tan(k Rd) = −k/κ という等式が成立
する必要がある。この方程式は超越方程式だから、数値的にしか解けない。k Rd は π/２
よりも少し大きい程度だと検討をつけて、後は何回か修正を繰り返してみるとよいだろう。
Rd [fm] 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Vd [MeV] 59.444 36.427 25.345 19.096 15.191













陽子と中性子の磁気能率の代数和 (2.79277−1.913042=0.879728 µN) は重陽子の磁気能率
0.857409µN にほぼ等しい。小さな差を無視すると、重陽子とは陽子と中性子のスピンが平
行で、従ってスピンが１であり、磁気能率もこれに平行していると考えれば良い。すぐ後で
述べる様に、重陽子には相対運動軌道角運動量が２の状態 (D 状態) が少しだけ混じってい
るとすると、この小さな差は D 状態に起因するものであると決めつける事も可能である。
次に、D 状態の混じり具合はどの程度か推定してみよう。核磁子 µN 単位で測った磁気能
率は、角運動量の g 倍であるとする。ここで、軌道角運動量 Lをとると、陽子 (中性子)に対
して gL = 1(0)であり、固有スピン sに対しては、Dirac方程式を引用すると gS = 2である。
gL = 1 である理由は、角運動量に関するメモの Wigner-Eckart の定理に関して簡単な説明
をしておいた。中性子に対して gL = 0 である理由は電荷が無いからである。陽子や中性子
が Dirac方程式に従わないとするならば、実際の値を使う。重陽子の角運動量演算子を Jと
し、JZ = J 状態波動関数 |J, Jz = J >=
√
1− pD|(S) J JZ = J > +√pD|(D) J JZ = J >
での磁気能率の期待値を計算する。ここで、右辺第１項が S 状態であり、第２項が D 状態
であり、pD は重陽子波動関数が D 状態を有する確率である。
磁気能率演算子 µ の z 成分 µz を先ず書き下す。
µz = gpL Lp z + gp s sp z + gnL Ln z + gn s sn z
右辺の最初の２項が陽子の軌道と固有スピン角運動量に付随する磁気能率の演算子であり、
後半は中性子のものである。
軌道角運動量部分では、Lp z = Ln z = Ld z/2 即ち、陽子と中性子の軌道角運動量は重陽
子の軌道角運動量の半分であり、g 因子は１か０である。固有スピンに対しては、角運動量
の値が１/２であるから g 因子は実際の値の２倍を使用しなければならない。
µz = Ld z/2 + 2µp sp z + 2µn sn z = Ld z/2 + (µp + µn)( sp z + sn z) + (µp − µn)( sp z − sn z)
ここで、 sp z + sn z(= Sd z) は重陽子固有スピンの z 成分である。更に陽子と中性子のスピ
61
ンが平行ならば、( sp z − sn z) = 0 である。重陽子の全角運動量に対し Jz = Ld z + Sd z で
あるから、
µz = (1/2− µp − µn)Ld z + (µp + µn)Jz
この演算子を上に書いた波動関数で挟めば良い。
< Jz >= 1 である。< (S)|L|(S) >= 0 も自明だろう。< (D)|Ld z|(D) >= 3/2 は後か
ら導く事にすると、
< µz >= µp + µn − 3/2(µp + µn − 1/2) pD





電子の固有スピンに対する g 因子が２である理由に付いて簡単に触れておこう。Dirac 方程式を外部磁場
H がある場合について書き、２階の微分方程式を作ると、σ ·H の項が登場する。磁場に比例するエネルギー
を与えるのは磁気能率であると解釈すると、この項の係数から g 因子が２と決定される。
古典論の近似では１となるべき因子が何故２であるか？という問に答えねばならない。
z 軸方向へ一定の速度で動く系への Lorentz 変換 Lz(βz) は既知とする。次にこの系から y 軸方向へ動く系

























量状態は０ (S 状態)と２ (D 状態)しかあり得ない。
軌道角運動量が０、１、２、３ 状態を分光学者は S(harp), P(rincipal), D(iffuse), F(undamental) 等の名
前で呼んでいたので、この文字記号が今でも使用される。
S (D) 状態が混じっているという事は、核力は S 状態と D 状態を結びつける相互作用を
含むという事である。このような相互作用としては、電磁気学で既に双極子能率の間の相互
作用が登場している。この双極子間の相互作用を借りて来て、以下の様に書こう。

















(Y2(rˆ) · [σp σn]2)
=
∑




次にテンソル力が二つの角運動量状態 (S と D) を混ぜ合わせ、重陽子の基底状態に電気
的４重極能率を導入する事を出来るだけ単純な手法で導こう。
習慣に従ってスピンが１/２の状態のスピン波動関数をαとβで表そう。α (β)はスピン
の z 成分が＋１/２ (−１/２)の状態である。重陽子のスピン波動関数 χ はその z 成分が
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１、０、−１ に対応して以下の様に書ける。
χ1 1 = αp αn, χ1 0 = (αp βn + βp αn)/
√
2, χ1−1 = βp βn
下付き文字 p (n) が陽子 (中性子)を表す。p-n 間の相対運動波動関数を S(D) 状態に対し
て u(r)/r Y0 0(rˆ) ( w(r)/r Y2m(rˆ)) と書く。スピンと軌道角運動量をあわせた波動関数を
Y` s j m =
∑
m`+ms=m
< `m` sms| j m > Y`m`(rˆ)χsms
と書く。ここでは s = 1 を想定している。この書き方は、 Dirac 方程式を解く時にも登場
したのを覚えているだろう。そこでは χµκ と書かれた。
スピンの z 成分が m である重陽子の波動関数 ψm は、以下の様に書かれる。
ψm = {u(r)Y0 1 1m + w(r)Y2 1 1m}/r
m = 1 の場合を球面調和関数とスピン波動関数を用いて露わに書き下すと、










て、< (D)|Ldz|(D) >= 2× 6/10 + 1× 3/10 + 0× 1/10 = 3/2 が導ける。
Y` s j m の規格直交性を用いると、∫
{u(r)2 + w(r)2}dr = pS + pD = 1
であり、第２項が重陽子の D 状態の確率を与える。テンソル力の演算子 Spn が S 状態と
D 状態を混ぜる事を示すには SpnY` 1 1m を評価すれば良い。先ず Spn はスカラーである事
に注意しよう。(即ち Spn は角運動量が ０ の演算子であるから、j や m の値を変えないだ
けでなく、行列要素は j には依存するかも知れないが m には依存しない)。m = 1 として
行列要素を計算する。Spn は rˆ を二つ含むから、パリティーを変えないが軌道角運動量を
２だけ変える可能性がある。従って
SpnY0 1 1 1 = aY0 1 1 1 + bY2 1 1 1
と未知定数 a と b を用いて書けるはずだ。やってみると簡単に分かるが、Spn は全立体角
で積分すると０になる。一方、右辺の第１項の角度部分 Y0 0 は定数だから積分しても０に




SpnY2 1 1 1 =
√






rˆ の方向を z 軸、即ち rˆ = (0, 0, 1) ととり、左辺を計算する。
Sp n → 3σpzσnz − (σp+σn− + σp−σn+)/2− σpzσnz → 2σpzσnz である。但し陽子と中性子のスピン z 成
分に関する昇降演算子を用い、これらの項の寄与は最終的に０になる事を用いている。
Y0 1 1 1 → 1/
√
4piαp αn であり σz α = α である事を使うと最終的に左辺は 2αp αn/
√
4pi となる。
一方右辺では、Y`m(θ = 0) =
√










((`′s)j m|Spn|(` s)j m) = (−1)1+j+`2
√





s = 1 であるから、j を与えた時、取り得る `, `′ の値は 1) ` = `′ = j − 1, 2) ` = `′ = j, 3) ` = `′ =
j +1, 4) ` = j − 1, `′ = j +1, 5) ` = j +1, `′ = j − 1 の場合があるが、4) と 5) は等しい事が簡単に導
ける。これらの場合に具体的な表現を代入すると、以下の様な結果となった。
`′\` j − 1 j j + 1






j 0 2 0




0 −2 j + 2
2j + 1
これだけの知識の範囲で、ポテンシャルが中心力とテンソル力の和 VC(r) + VT (r)Spn で



















w(r) = −√8VT (r)u(r) + {E − VC(r) + 2VT (r)}w(r)
この方程式が解けると、電気４重極能率は、以下の式を計算すればよい。

























る。この６％という数字は小さい様であるが、` = 2 に対する遠心力ポテンシャルは、例え
ば r = 2fm に対して、~2/2µ`(`+ 1)/r2 = 60 MeV である。この値は先に推定した重陽子
束縛ポテンシャルと較べて、小さな値ではない。テンソル力はこの遠心力に打ち勝つだけの
強さがあるから、無視出来るような、小さな補正ではない。
u(r), w(r) の原点付近での振舞いをみてみる。遠心力ポテンシャルが他の成分を圧倒するならば、u(r) は


















(2`+ 1)(e2iδ` − 1)P`(cos θ)
σ(θ) = |f(θ)|2
エネルギーが低い場合の弾性散乱では、散乱に寄与する部分波は S 波だけだと考える事
が出来るだろう。もしも S 波 (` = 0) だけが効くならば、微分断面積は散乱角に依存しな
いから、微分断面積を立体角で積分した、全断面積を問題とすればよい。
重心系での運動エネルギーを１ MeV だと仮定して、S 波近似の妥当性を確認しておこう。相対運動の波数
は、k2 = 2µEcm/~2 = 938 × 1/1972 = (0.155fm−1)2 で評価できる。一方陽子半径は大きく見積もっても




1eV 程度の非常に低いエネルギーでは約２０.４ ×10−24 cm2 となっている。10−24 cm2
を １ b (バーン)と呼ぶ事がある。
先に推定した重陽子の井戸型ポテンシャルを使用して S 波の位相のずれを計算してみよう。r = Rd での
内・外の解が滑らかにつながるという条件は以下の通りである。
kin cot(kinRd) = kout cot(koutRd + δ0)
少し手抜きをしよう。ポテンシャルを与えた時、束縛状態の数 N と０エネルギーでの位相のずれ δ(E = 0)
67
に関する Levinson の定理というのがある。
δ(0) = N × pi
非常にエネルギーの低い極限では位相のずれはπであるから、今の条件では δ = pi− α と書いた時、αは非常
に小さな数である。pp 74 核子・核子散乱の位相のずれの図、T = 0, 3S1 状態の位相のずれを参照。
従って、接続条件の式は、以下の様に変形できる。
sin koutRd




















先に用いた重陽子の束縛エネルギーを再現するポテンシャル (pp 58) を用いて数値計算
した結果を表にまとめると、以下の様になる。
Rd [fm] 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5






ると考えてみる。S = 0, 1 の可能性は統計的には１対３であるから、σ(S = 1) = 4 b、
{σ(S = 0) + 3× σ(S = 1)}/4 = 20 b という事実を説明する為には、σ(S = 0) = 68 b とな




スピンが S、軌道角運動量が L 両者のベクトル和が J である状態を考える。スピンの量子化軸成分は ２
S ＋１種の値をどれかをとるから、この２ S ＋１をスピン (に起因する) 多重度と呼ぶ。分光学では、このス
ピン多重度を左上に、軌道角運動量を示すアルファベットを中心に、J の値を右下に書く。従って、軌道角運
動量が０で、スピンが０又は１、従って J ＝０又は１の状態を それぞれ 3S1, 1S0 と記し、triplet S(エス)






半径が a、深さが V の井戸型ポテンシャルの束縛状態の問題を解いた事があるだろう。この問題では束縛




(−d V/dr)r2dr ∝ V a2 である事はすぐに分かるだろう。
力の体積分が同じならば、束縛エネルギーも同じであると解釈出来る。
同じような事が、低エネルギーの散乱現象でも言えるのではないかという事である。
ベーテの定式化を引用して、説明をしよう。ポテンシャルが V (r) で与えられた












(−E2 + V (r))u2 = 0
上の式に u2 を掛け、下の式に u1 を掛けて差を作り、0 < r < R で積分する。
[u2(r)u
′




ここで、k2i = 2µEi/~2 である。この式には、ポテンシャルが登場しないから、ポテンシャ
ルに依らずに成立する。
ポテンシャルが無い場合に、遠方で上の解と一致するような波動関数を導入する。
vi(r) = sin(ki r + δi)/ sin(δi), (i = 1, 2)








ui と vi に対する式の差を作り、R→∞ とすると、vi(0) = 1, ui(0) = 0 であるから、
v′2(0)− v′1(0) = k2 cot δ2 − k1 cot δ1





つパラメータ a(k) は散乱長 ( scattering length) と呼ばれる。k1 = 0, k2 = k と置くと、
limk→0 k cot δ = −1/a(0)
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であるとして、










(v0 v − u0 u)dr
特にゼロエネルギーでの極限でのこの積分を re と書いて有効距離 (effective range)と呼ぶ。
さて、ここまでは単語 (概念)の定義であった。次に散乱長の物理的な意味を調べる為に、
井戸型ポテンシャルを導入してみよう。積分項を無視し、k cot δ は k R ¿ δ だとすると、
核表面での波動関数の対数微分であるから、核表面での波動関数の接線を直線的に伸ばした
時の x 軸との切片の座標という意味を持つ。
点 (R, u(R) = sin(kR + δ)) を通り、傾きが k cos(kR + δ) の直線の x 軸との交点は x = R − sin(kR +













断面積は a2 に比例するから、1S0 状態に対する断面積が非常に大きいという事は、|a(1S0)|
が非常に大きいという事である。H2 分子による中性子の干渉性散乱の実験結果と、陽子と
中性子との束縛状態は 3S1 状態に一つあるだけだと仮定すると、a(1S0) < 0 が導ける。即






この事情を、ポテンシャルの形に依存しない (shape indenendence) 解析と呼ぶ場合が
ある。
























非常に狭いが有限である。例えば平均寿命が 10−12 秒だとすると、~ = 6.58× 10−16 eV sec であるから、幅




















以下に 玉垣著 ‘大学院核物理’ pp131 表４.２から数値を引用しておこう。
状態 系 散乱長 (fm) 有効距離 (fm)
3S1 np 5.424 1.759
1S0 np −23.748 2.75
1S0 pp −17.9 2.82












この様に考えた時、核力は荷電には依存しない (charge independence) という。これが、
Pauli が考えたアイソスピンの意味付けの一部である。詳しく見ると、np の散乱長が幾ら




















e−ikout·r V (r)eikin·r dr =
∫
eiq·r V (r) dr








q2 = k2in + k
2




初の式で一方の r の符号を変えて −r とすれば良い事に気付いた人がいる。即ち、指数
関数の中を kout · r − kin · r の負号の部分を和となるように置き換えればよい。これには
PMr = −r という陽子と中性子の座標を入れ換える演算子 PM (Majorana の演算子) を導
入し、V (r) → V (r)(1 + PM) でポテンシャルを置き換える。この式で係数が１ (PM)の部
分を Wigner (Majorana) 型ポテンシャルと呼ぶ。更に、Wigner 型と Majorana 型が１：











を次に予想しよう。Born 近似と Green 関数を用いると、位相のずれは次式で表現出来る。
















z2 + ζ2 − 2zζ cos θ) =
∑
n















図では、エネルギーの異なる S 波 波動関数が２本とポテンシャルが描かれている。ポテ









の位相のずれのエネルギー依存性を Bohr と Mottelson の教科書から引用する。
上半分には T = 1 状態の位相のずれのエネルギー依存性が、状態毎に描いてある。1S0










となり、J = 0 と J = 2 の状態の相対的な関係が逆転している。3P0 状態は低エネルギー
では引力的であるが、実験室系のエネルギーが２００ MeV よりも上では斥力的となってい




が中心力に加わると、J = 0, 1, 2 に対して、10, −5, 1 という比で縮退が解けねばなら
ない。




ピン・軌道力が導入された。中心力とスピン軌道力が存在すると、J = 0, 1, 2 に対して
−2, −1, 1 の割合で縮退が解ける。両者を適当に混ぜると、このエネルギー依存性を説明
するポテンシャルを作り上げる事は可能である。
図の下半分にあるのは pn 系で アイソスピンが０の場合である。3S1 状態の位相のずれ
は０エネルギーに対し π に向かって増えている。この図にある ²1 というグラフは、テン
ソル力の為に 3S1 状態と 3D1 状態は混じるが、この混じり具合を与えている。従って、原
理的には 3S1 や、3D1 という記号で状態を分類しているのは、間違いである。主成分が、
3S1 や、3D1 という事である。
Reid は、各状態毎に位相のずれのエネルギー依存性を再現するようなポテンシャルを
作った。その１例として、3S1 − 3D1 結合状態のポテンシャルを引用しておこう。
V= VC + VT S1 2 + VLSL · S
VC = −10.463Y (x) + 210.936Y (2x)− 12715.2Y (4x) + 59545.8Y (6x)
VT = −10.463{(1 + 3/x+ 3/x2)Y (x)− (48/x+ 12/x2)Y (4x)}
+1407.8Y (4x)− 10041Y (6x)
VLS = 2835.64Y (4x)− 16278.6Y (6x)
ここで、 x = 0.7 r 、Y (nx) = e−nx/x である。0.7 [fm−1] という値はπ中間子のコンプ
トン波長からとられた。ポテンシャルの深さの単位は MeV である。テンソル力の括弧の













inelastic scattering という場合と nonelastic scattering を指す場合がある。両者は異なる
概念であるかもしれない。狭い意味での非弾性散乱 (inelastic scattering) では、標的核
の原子番号や質量数は変化せず、励起エネルギーが変化する。広い意味での非弾性散乱 (
nonelastic scattering ) は、弾性散乱以外の全ての反応を含むから、陽子が入ってα粒子が























2` · s = `+s− + `−s+ + 2`z sz







`·s と jz = `z + sz とが交換する事、[jz, ` · s] = 0 を確認せよ。
これから、複素ポテンシャルによる弾性散乱を念頭においた話を始める。複素ポテンシャ
ルは、低エネルギー中性子の原子核による弾性散乱の全断面積のエネルギーと標的核依存






















平均的な入射ビームの方向を z 軸にとり、全系の z 軸に対する回転対称性を仮定すると、











u`(r) + U(r)u`(r) = E u`(r)
この方程式は２階だから、二つの独立解を有し、原点で正則な解を F`(r) 、正則でない解を
G`(r) と書く。これらの解は、r →∞ では次の漸近形を持つ。
F`(r)→ sin(kr − ` pi
2
+ σ` − η log(2kr))
G`(r)→ cos(kr − ` pi
2
+ σ` − η log(2kr))




σ` は Coulomb phase shift であり、次式で定義される。
arg{Γ(`+ 1 + i η)} = σ`
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η = 0 の時、σ` = 0 であり、F`(r), G`(r) は球ベッセル、ノイマン関数と次の関係にある,
























O`(r) ≡ G`(r) + i F`(r)→ ei(kr−`pi/2+σ`−η log(2kr))
は外向き波であり、この複素共役 I` = O∗` が内向き波である。これを用いると、





4pi(2`+ 1)i`eiσ`{I`(r)−O`(r)}Y` 0(θ, φ)
今の場合、内向き波に対して外向き波は逆位相で加えられている。
次に U(r) に短距離力が加わったとしよう。この短距離力の事を今後核力と呼ぶ。核力が











4pi(2`+ 1)i`eiσ`{I`(r)− S`O`(r)}Y` 0(θ, φ)
ここに登場した O`(r) の係数 S` を S 行列と呼ぶ場合がある。又、
S` = e








4pi(2`+ 1)i`eiσ`{F`(r) + C`O`(r)}Y`,0(θ, φ)
この式を見ると、核力が無視出来る時には C` = 0 だから、C` は核力の効果を表す係数で
あるとも言える。核力は短距離力だから、少し大きな軌道角運動量をとると、遠心力ポテン
80
シャル `(`+ 1)/(2µ r2) は核力を圧倒してしまい、核力の効果はこの様な ` に対しては実質
的に影響は無い。即ち C` → 0, S` → 1 (`→ large) となる。
散乱振幅 f(θ) は,







但し、F` を含む項は和をとると、Coulomb 散乱振幅 fC(θ) になるという事実を使用した。
右辺第２項は、C` が大きな ` に対して無視できるならば、収束する。
α粒子の様にスピンを持たない粒子の弾性散乱にはこの式が利用できる。
次にスピンを持つ場合に拡張しよう。U(r) として Coulomb 力以外に スピン・軌道力を
含む短距離力も考慮する。スピン・軌道力の強さが無視出来る極限では、スピン波動関数を
χs,ms として、これまでの表現に χs,ms をくっつければば良い。スピン・軌道力が効いて来
た時には、`z や sz は良い量子数ではないが、j や jz は良い量子数であるので、j や jz が
露わに見える形に式を書き直せば良い。(スピンが１/２の時は、パリティーの保存則を要求
すると、` は良い量子数となる)
準備作業として、ベクトル球面調和関数 Y` s j,m を定義する。

















4pi(2`+ 1)(` 0 sms|j ms)i`eiσ`{F`(r) + C` j O`(r)}Y` s j,ms
これまでの式と比べると、和の足が ` と j になり、Clebsch-Gordan 係数が登場した事、
C 係数の足にも j が付いた事、球面調和関数が置き換えられた事等が拡張された変化であ
る。散乱が起こるずっと前には スピンの z 成分は ms であり、ビームの進行方向に z 軸を
選んであるから、m` = 0 だけが０でない。この位置では jz = ms であるが、jz はスピン・
軌道力や中心力が働いても変化はないから、散乱の前後で値を変えない。
散乱された波を観測する位置では、もう一度 m` や ms は良い量子数となっているから、
上の漸近形の中の Y を角度部分とスピン部分に展開し、








2`+ 1e2iσ` × (` 0 sms|j ms)(`m` sm′s|j ms)C` jY`,m`(θ, φ)
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ここで、Clebsch-Gordan 係数の対称性
(` −m`, s −ms|j −m) = (−1)`+s−j(`m`, sms|j m)
を用いると、次の関係が導ける。
f−m′s,−ms(θ, φ = 0) = (−1)ms−m
′
sfm′s,ms(θ, φ = 0)
この式が成立するから、全ての fm′,m が独立という訳ではない。スピンが１/２の場合に
は、散乱振幅として二つの独立量 (複素数である)がある。相対論的な電子散乱の散乱振幅









u`, j(r)Y` s j,ms
複素ポテンシャル U(r) を以下の様に書いたとすると













E − V˜ (r)




< Y` s j,m|(` · s)|Y` s j,m >= {j(j + 1)− `(`+ 1)− s(s+ 1)}/2
である。ポテンシャル V˜ (r) と V˜LS(r) が与えられると、原点から u`,j(r) = 0 という境界
条件で、遠心力と Coulomb 力の和が核力よりも充分大きくなる半径まで、この方程式を数





(ms → ms′) = |fms′ ,ms(θ)|2


































































f = g 1+ h˜ · σ
ここで、h˜ は散乱振幅を Pauli 行列で展開した時の展開係数をベクトルとして書いたもの
である。ところで、散乱現象に関係したベクトルとしてどんなものが考えられるだろうか？







|kin + kout| , mˆ =
kin − kout




h˜ = h˜`ˆl+ h˜mmˆ+ h˜nnˆ
と展開出来る。ところで、散乱の前後でパリティーが保存する事を要請すると、散乱振幅 f
もパリティーを保存せねばならない。f がパリティーを保存する為には σ · h˜ もパリティー
を保存する必要がある。角運動量は擬 (軸性)ベクトルであるから、σ も擬ベクトルであり、
パリティー変換に対して符号を変えない。従って h˜ も擬ベクトルでなければならない。上
に登場した ３個のベクトルの内、n˜ だけが擬ベクトルであるから、h˜` = h˜m = 0 となり、
h = h˜n という式が成立する。結局背後に潜んでいたのはパリティーの保存則であった。
今後、nˆ の方向を y 軸に選ぶ。
何故、y 軸が特別な方向として登場したのか？という問に直観的に答えよう。` · s 力と座標系の特徴をとら
える必要がある。座標系では、入射粒子の方向に z 軸、検出器は xz 面内に置かれている。中心力が主な力だ
と仮定すると、軌道角運動量 ` は y 軸に並行となる。従って ` · s 力は、スピンが y 軸に並行ならば絶対値が
最大となる。
次に無偏極陽子の弾性散乱による陽子の偏極について考えよう。入射ビームの進行方向
を z 軸に選んだという事は、スピンの量子化軸もこの z 軸方向に選んだという事である。












例に依って、χ1/2, 1/2 = α, χ1/2,−1/2 = β という略号を使用する。ms = 1/2(−1/2) の陽
子が入射すると、散乱後のスピン波動関数は g α + i h β (−i h α+ g β) となる。一方、
σx α = β, σx β = α, σyα = i β, σy β = −iα, σzα = α, σzβ = −β
といった関係式が成立するから、
< ψs1/2|σ|ψs1/2 >= 2=(g h∗)ex + 2<(gh∗)ey + (|g|2 − |h|2)ez




< σ >= 2<(g h∗)ey, 無偏極入射陽子 に対して
このようにして、偏極していない陽子の弾性散乱により、スピン・軌道力があれば、散乱後











スピンが y 軸の上 (下)向きの場合のスピン波動関数を |+ > (|− >) と書こう。これら
は、αとβの線形結合で表せる。
|+ >= Aα +B β, |− >= C α+Dβ
展開係数は次の式を満足する様に決められる。
< +|σy|+ >= 1, < −|σy|− >= −1
時間反転に対する対称性から考えて、|A| = |B|, |C| = |D| であるから、
A = eiθ/
√
2, B = e−iθ/
√
2, C = eiφ/
√




θ = −pi/4, φ = pi/4
と決める。即ち、









































スピンが上向き (y 軸に平行)ビームに対する断面積 σ+ = |f+|2 = |g + h|2 と下向きビーム
に対する断面積 σ− = |g − h|2 とは、h が０でない限り、異なる事が分かる。散乱振幅の h
成分はスピンの z 成分を変える事に注意しよう。そして、この成分はスピン・軌道力が０の
時には０であるから、スピン・軌道力がある時に、h は０でない値を取る。
入射ビームと検出器が存在する面を考える。ビームの進行方向は z 軸であり、kin × kout
に平行に y 軸をとるから、x 軸はこの面内にある。立場を変えて、実験室での Z 軸と Y 軸
は z 軸 と y 軸に平行にとり、X 軸は X、Y、Z 軸がこの順序に右手系となる様にきめる。
スピンが Y(y) 軸に平行である様にしておいて、実験室系の Z は同じで X が正 (負)である
位置 (Y＝０)で散乱粒子を検出したとする。X > 0 の位置では、スピンは上向きだとす
ると、X < 0 の位置で検出した時には、スピンは下向きに入射しているのと等価である。




σ(θ, φ = 0)− σ(θ, φ = pi)
σ(θ, φ = 0) + σ(θ, φ = pi)
=
|g + h|2 − |g − h|2
|g + h|2 + |g − h|2 =
2Re(g h∗)
|g|2 + |h|2
この量を vector analyzing power と呼ぶ人もいる。
ここでは、z 軸が量子化軸であった、スピン波動関数に対して、このスピン量子化軸を９０度回転して y 軸
を量子化軸とした。その実現手法として、ここでの計算法は不格好であると思う人がいるだろう。無限小回
転の演算子が角運動量である。第 k 軸の回りに角度 θ だけ場を回転する演算子は e−iθ jk である。今の場合、









先ず左図を見ながら、偏極が発生する理由を考えよう。U と D と名付けた粒子は、スピンの向きが異なる。
U 粒子には付加的に引力、 D 粒子には 斥力が加わり、結果としては同じ角度だけ散乱されるとしよう。図か
ら分かるように、U 粒子と D 粒子とでは、標的核内での存在確率が異なる。核内に長く存在すれば、弾性散
乱チャネルから別のチャネルへ吸収される確率が増える。図では D 粒子は U 粒子よりも余計に吸収されると
考えると、外へ到達する粒子数は U の方が多くなる。従ってこの散乱角では、 U 方向に偏極している。
次に 右の図をみよう。図の面に垂直に偏極した粒子が標的に同じ衝突径数で入射する様子を描いている。
もしも中心力だけならば実線の様に散乱され、左右の非対称は生じない。ここに弱いスピン・軌道力を導入し










































C = (A− E)−
√
2(B +D) cot θ
という制限をつける。θ は散乱角度である。
この式だけ見ると、核力の効果とクーロン力の効果が入り混じっているように思うかも知れないが、(点電

















核子 N と直接相互作用し、n のエネルギーが減った分だけ N のエネルギーが増えたとしよ
う。この状態では、全系のエネルギーは正であるから、この n を吸収した原子核はエネル
ギー的に不安定である。しかし、 n も N も束縛状態にあるからすぐに原子核の外には出ら
れない。n や N は原子核内をうろつき回る。たまには、原子核内の他の核子と衝突するだ
ろうから、衝突した核子とエネルギーをやりとりする。n が N 以外の核子 P とエネルギー
をやりとりする。n は既に束縛状態にあるから、P を原子核の外に押し出すだけのエネル


















クーロン障壁は 13× 1.44/(1.2× 271/3) = 5 MeV と計算できる。クーロン障壁を乗り越え
て、陽子が原子核の中へ入っている。この陽子がアルミニウム原子核と結合して 28Si 原子
核が出来ているのだろうか？この反応は約１１ MeV の発熱反応であるから、エネルギー的











ネルギー依存性のみを考慮するから) 有効相互作用距離 (effective range) の項を無視する
と、位相のずれと散乱長は以下の関係にあった。
k cot δ0 = −1/a
1S0 の p-n 散乱に関して少し説明したが、共鳴点では 散乱長が発散する。又は 1/a = 0 で
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ある。共鳴点付近での 1/a は以下の様にテイラー展開出来よう。








= (E − E0)2 k
Γs
+ · · ·
ここで、Γs はポテンシャル共鳴の幅である。以下の関係式を思い出そう。
S = e2 i δ0 , k cot δ0 = −1/a
従って、
S =
1− i k a





|1− S|2 = 4pi|i k + 1/a(k)|2 =
piλ–2Γ2s
Γ2s/4 + (E − E0)2




ギーの固有状態では e−i E t/~ であったから、このエネルギーの部分を修正して時間と共に振
幅が指数関数的に減衰するように書き換えれば良い。
E0 = ²0 − iΓr
2



















(E − Er)2 + (Γs + Γr)2/4
但し、
Er = ²0 +∆, ∆ ≡ αΓsΓr/4
励起状態に寿命 (~/Γr)があると、共鳴エネルギーの位置が ∆ だけ ²0 からずれている事に
注意しよう。この式は Breit-Wigner の１準位公式と呼ばれる事がある。
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この式では E = Er を中心として、対称なエネルギー依存性を示すと予想する。実験は
非対称を示す場合が多いから、更なる改良が必要である。非対称性を持ち込むには、ポテン
























|r=R ≡ ∆` − i s`
更に、I` と O` の相対位相を導入する。
I`(R) = e
2 i ξ` O`(R)





|r=R−² = f` = RI
′
` − S`O′`
I` − S`O` |r=R+²
この式を S` に対して解くと、
S` =
f` −∆` + i s`
f` −∆` − i s` e
2 i ξ`




el = (2`+ 1)piλ–





















ある人達は、nuclear Ramsauer effect という言葉も使う。
Barshall による低エネルギー中性子の全断面積の核種およびエネルギー依存性における大まかな構造は、











+ ω2 x = 0
この解は、x = Aeλ1 t +Beλ2 t と書くと、λj = −α± i
√




















































(2`+ 1)T` T` ≡ 1− |S`|2
この式を見ると pi(2` + 1)/k2 が、部分波 ` が見る標的の大きさ、部分波 ` の 吸収確率が
T` であると読める。
古典力学に登場した衝突径数 b は量子力学では、軌道角運動量にとって変わられる。` ~ = b×p = b×~×k
である。衝突径数が b と b+ db である部分のドーナツ状の面積は ds = 2pi b db である。この式に ` = k b を





ここからは T`(a) という様に a, b という記号を追加しよう。
入射粒子を a、 放出粒子を b とする反応の断面積は a という入射粒子が複合核を作り、
この複合核が粒子 b を放出すると考えると、




























< ` 0 ` 0|L 0 >2 PL(cos θb)









いう答えが登場する。入射粒子が z 軸に平行という事は、入射粒子の運動量が z 軸に平行、






位置ベクトル r とデカルト座標系での基本単位ベクトル ei (i=1,2,3) を考える。この





という恒等式が成立する。pi ≡ ei· と書いたとすると、pi は任意のベクトルに演算す
る事が出来て、そのベクトルの第 i 成分を取り出す演算子であると見る事が出来る。
Pi = ei pi をこの目的の演算子と考える事も可能である。
なを、以下の恒等式が成立する。
∑
i Pi = 1
但し、右辺の１は数字の１ではなく、恒等変換を表す。
ジアドとか diadics という概念も興味があれば勉強してみよ。













(1 + δm, 0)pi
∫ pi
−pi
















2pi if (m = i = 0)
cos(mθ)/
√
pi if i = 0
sin(mθ)/
√





tim(θ) f(θ) d θ
である。
この場合にも










m = 1 が成り立つ。





Y`,m(θ, φ)(Y`,m(θ, φ), g(θ, φ))
但し内積は次式で定義される。











p`,m = Y`,m(θ, φ)(Y`,m(θ, φ), ??)







定する。具体性を与えるために二つの状態 |1 >, |2 > で完全系をはっているとしよう。任
意の状態 |a > は以下の様に展開できる。
|a >= |1 >< 1|a > +|2 >< 2|a >
展開系数、< 1|a >, < 2|a > は二つの状態ベクトルの内積であるが、上の展開を
|1 >< 1|, |2 >< 2| が状態 |a > にかかる演算子であるとも解釈できる。後者の解釈では、
これらの演算子は状態 |a > に含まれる |1 > 成分と |2 > 成分を取り出すと理解できる。
次に有限個という状態に対する制限を取り除こう。ある演算子の固有状態の数は加付番
無限個であるとし、この演算子の固有値を i という記号で区別しよう。|i >< i| は、何かあ






は I に含まれるある成分を取り出す演算子という意味を持つ。更に、J を全スペクトルと
すると ∑
i∈J
|i >< i| = 1
という恒等式が成立する事も理解できるだろう。
QI ≡ 1− PI
は、I というスペクトルを持たない部分を取り出す射影演算子と言える。QI と PI とは相
補的な関係にある。
P 2I = PI , Q
2





ハミルトニアンを HA、その固有値と固有関数を Ei, φi とする。
(HA − Ei)φi = 0
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入射核子 N の運動エネルギーを T、N と核内の j 番目の核子との相互作用ポテンシャルを






N と標的核の相対運動波動関数を χi とすると、全 ハミルトニアン H と全波動関数 Ψ と
は次の様に書けるだろう。








直前に書き下した Schro¨dinger 方程式で、Ψ = (P +Q)Ψ と書き換えてみる。但し、P は
全系のエネルギースペクトルの内のある部分、極端な場合には弾性散乱する状態だけ、を取
り出す射影演算子であり、Q = 1 − P である。極端な場合には、弾性散乱以外の全ての状
態を取り出す演算子が Q である。しかし、当面はこの様には限定しない。
左から、P や Q を掛け、P 2 = P, Q2 = 1, P Q = QP = 0 といった恒等式を利用する
と、ΨP ≡ P Ψ, ΨQ ≡ QΨ に対して、次の関係式が導ける。
T ΨP + VPPΨP + VPQΨQ = EPΨP
T ΨQ + VQQΨQ + VQPΨP = EQΨQ
ここで、簡単の為に VPP ≡ P V P 等の記号を使用した。又、運動エネルギー T は、標的
核の内部座標とは独立であるから、標的核の状態に対する射影演算子とは交換可能である。
最後の式を ΨQ に対して形式的に解くと、
ΨQ = − 1








図で見ると、標的 A の基底状態と低い励起状態を含めたものが P で取り出される状態
であり、残りの全ての状態が Q に対応する。右辺の一番右側に登場するのは ΨP であるか
ら、標的核の基底状態又は低い励起状態に対応する波動関数 φi とこの状態を励起した核子
の運動に対応する相対運動波動関数 χi の積を考えている。この状態に VQP が作用すると、
状態 P から状態 Q への遷移が起こる。その後、分母に運動エネルギーやポテンシャルが含
まれた演算子 (実はグリーン関数と呼ばれる)が作用し、(この演算子は Q を含むから)状態
Q の内部を漂う。この様な状態が ΨQ であると言っている。
(１) 分母に演算子を含む演算子は見掛けないかも知れない。(1/X)ψ = φ と書いたとすると、演算子
(1/X) が ψ に作用するとは、演算子 X を何かある状態 φ に作用させた時、その結果が ψ になるような (即
ち、X φ = ψ) φ を作る演算子の事である。






を標的にした散乱実験は出来ないからである。この境界条件を指定するために、EQ の部分を (EQ + i ²) と書
く。² は無限小の量であり、適当な時に ０の極限をとる。
さて、形式解を用いて、 ΨQ を消去すると、
(T + VPP )ΨP = EP ΨP
VPP = VPP − VPQ 1
T + VQQ − EQ − i ²VQP
という ΨP に関する方程式を得る。VPP は等価ポテンシャルと解釈出来る。この方程式は、
見掛け上 Q を含まず、Q の効果は全て等価ポテンシャルに押し込めてしまった。
この等価ポテンシャルの中には、多くの散乱状態からの寄与が含まれている。散乱状態に
対応するグリーン関数は虚数を含むから、等価ポテンシャルは、複素数になる。状態 P か






ルは V (r)Ψ(r) という形でしか登場しなかった。即ち、現在考えている点 r だけが登場し
た。この様なポテンシャルを局所的ポテンシャルと呼ぶ。ここに登場した等価ポテンシャ
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チャネル結合の方法
状態 P だけの方程式を考える。但し、有効相互作用は局所的なポテンシャルで近似出来た




とし、左から φj を掛け、HA の固有状態の規格直交性を使用すると、相対運動の波動関数
に対する以下の連立方程式を得る。





Vij =< φi|VPP |φj >



















P 空間として、標的核の基底状態を含む状態 (状態 １)とこれとは独立は状態 (状態２)の
みを取り上げよう。更に、両状態を繋ぐ行列要素 V12 は対角要素 V11, V2,2 に比較して、そ
の絶対値が充分に小さいと仮定しよう。その時、先のチャネル結合方程式は以下の二つに
なる。
(T + V11 − E1)χ(1) = −V12 χ(2)




ら、先ず右辺の χ(2) を無視して χ(1) の方程式を解き、この χ(1) を χ(2) の方程式に代入す
る。この χ(2) に関する方程式は非線形の方程式であるから、グリーン関数の手法を用いて
解く事が出来る。即ち、右辺をδ関数で置き換えた方程式を先ず考える。
(T (r) + V22(r)− E2) G(2)(r, r′) = δ(r− r′)
この方程式を解くには、先ず χ(2) を球面調和関数で展開し、３次元の問題を１次元の問題
に置き換える。大まかな説明に留めるために、スピンを無視する。規格直交化された関数











簡単の為に、ポテンシャルの行列要素 Vij は全て r だけの関数だと仮定しておこう。その















′) = δ(r − r′)
この方程式は、１) 折れ線関数を微分すると階段関数が得られる。 ２) 階段関数を微分する
とδ関数が登場するという事を知っていると簡単に書き下せる。
グリーン関数を作る方針は、結局以下の様になる。
１) r 6= r′ では、δ関数は０で置き換えて良いから、斉次方程式の二つの独立解
f`(r), g`(r) を用意する。
２) 上の二つの解を組合せ、r = r′ で連続ではあるが、折れている様な解を作る。
G`(r, r
′) ∝ f`(r<) g`(r>)
ここで、r> という記号は、r と r′ の内の小さい方という意味である。

















{f ′`(r) g`(r)− f`(r) g′`(r)} = 0
ここでダッシュ (‘) は r に関する微分を表す。即ち、W (r) = {f ′`(r) g`(r) −
f`(r) g
′






















と表現された。この式で r → ∞ とした時の漸近形が O`(r) = G`(r) + i F`(r) と外向きの
クーロン波動関数になるためには、g`(r>) ∝ O`(r) と選んでおけば良い。f`(r) は内向き波
を含んでおれば g` とは独立であるから、χ(1) と同じ境界条件を満足する様に選んでおけば
良い。
この結果、以下の様な表現がよく使用される。































208Pb を標的とした ５２ MeV 陽子による (p,d) 反応の例。左上の図が２０度に放出され
た重陽子の運動量スペクトル。鉛原子核は硬いので、原子核の周辺部を周回している中性子
を入射陽子が取り上げて、重陽子が作られると考える。中性子の周回軌道に対応する６本の
準位が選択的に例起されていると考えられる。他の３枚の図は、DWBA 法での微分断面積
の計算値と実験値の比較である。２本の計算値があるが、重陽子の束縛エネルギーが小さ
い事を考慮した補正を光学ポテンシャルにする必要がある事を示している。実験値によく
あっている方が、補正を施した計算結果である。
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